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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. inz. Ryszarda Kukulskiego
pt. ,,Probabilistyczne kwantowe kody korekcyjne w zastosowaniu do ogdlnych kanatéw szumu”

Uwagi ogdlne. Rozprawa pt. , Probabilistyczne kwantowe kody korekcyjne w zastosowaniu do ogdlnych
kanatow szumu” zostata przygotowana w Instytucie Informatyki Teoretycznej i Stosowanej PAN pod
kierunkiem dr hab. Zbigniewa Puchaty oraz dr hab. inz. tukasza Paweli. Uwzgledniajgc spis literaturowy
rozprawa liczy 123 strony i jest napisana w jezyku angielskim na bardzo dobrym poziomie. Cho¢ nie udato
sie Autorowi unikng¢ pewnych wpadek jezykowych, to warto tutaj pochwali¢ Autora za trud zwigzany z
pisaniem rozprawy w jezyku obcym, poniewaz dzieki temu rozprawa, a takze wyniki w niej zawarte stajg sie
dostepne dla szerszego grona odbiorcow.

Praca rozpieta jest na oryginalnych wynikach opublikowanych w dwdch artykutach naukowych a takze na
nieopublikowanych wynikach Autora. Warto tutaj doda¢, ze jeden z tych dwdch artykutéw ukazat sie w
prestizowym czasopi$mie IEEE Transactions on Information Theory publikujgcym artykuty z teorii informacji
(takze kwantowej), a takze to, ze wyniki zawarte w tej pracy, a w szczegdlnosci algorytm 17 (w rozprawie
algorytm 28) pozwalajagcy generowac probabilistyczne kody dla kubitéw stanowig podstawe wniosku
patentowego, ktérego jak rozumiem wspoétautorem jest mgr Kukulski.

Rozprawa sktada sie z sze$ciu rozdziatéw. W pierwszym rozdziale Autor w zgrabny sposéb nakreslit kontekst
badan i przypomniat znane wyniki literaturowe, a takze sformutowat problem badawczy, z ktérym zmaga sie
w dalszych rozdziatach. Rozdziat drugi pracy to w zasadzie wstep matematyczny, ktdrego celem jest
wprowadzenie najwazniejszych poje¢ i narzedzi matematycznych potrzebnych do sformutowania oraz
zrozumienia wynikdw naukowych zaprezentowanych w rozprawie. Ten rozdziat czytatem z przyjemnoscia,
ale uwazam, ze mdgtby byé nieco obszerniejszy i obejmowad takze przynajmniej niektére pojecia, ktore sg
potem ,,ad-hoc” formutowane w ,,rozdziatach badawczych” takie jak np. instrumenty kwantowe (strona 32),
czy tez superkanaty (zdefiniowane na stronie 35). Dodam jeszcze, ze wydaje mi sie, ze w rownaniu (2.54)
brakuje maksimum. Z kolei rozdziat 6 to podsumowanie pracy, w ktérym Autor streszcza najwazniejsze
wyniki, a takze nakresla kilka probleméw badawczych, ktdre stanowig materiat dla dalszych badan. Ponizej
opisze pokrotce najwazniejsze wyniki zawarte w pozostatych rozdziatach.

Tematyka rozprawy. Rozprawa dotyczy kwantowych kodéw korekcji bteddw, ktére maja kluczowe znaczenie
w procesach przetwarzania informacji kwantowej. Jest to obszar fizyki kwantowej, ktéry w ostatnich latach
jest intensywnie eksplorowany ze wzgledu na mozliwosci jakie drzemig w uktadach kwantowych z punktu
widzenia ich zastosowan w nowych technologiach takich jak np. wspomniane w rozprawie komputery
kwantowe. Niestety uktady kwantowe, a takze oparte na nich technologie kwantowe sg bardzo wrazliwe na
szumy i btedy o rdéznorakiej naturze jak np. dekoherencja, czy niedoskonatosci w implementacji bramek
kwantowych. Kwantowe kody korekcji btedow to narzedzie, ktérego gtéwnym celem jest ochrona informacji
kwantowe]j przed owymi btedami. Kodem nazywamy pare kanatéw lub podkanatéw kwantowych, przy czym
jeden stuzy do kodowania informacji kwantowej w inny, z reguty wiekszy uktad kwantowy, a drugi stuzy od
dekodowania. Owa para jest dobrana tak, aby pozwalata chroni¢ informacje kwantowa przed btedami
reprezentowanymi przez pewien inny kanat kwantowy. Wiekszo$¢ wynikéw literaturowych dotyczy sytuaciji,
w ktérej dla zadanego szumu dekodowanie zwraca doktadnie ten sam stan kwantowy, ktéry zostat
zakodowany. To mocno ogranicza scenariusze, dla ktérych mozna taki perfekcyjny kod korekcji btedéw



skonstruowaé. Gtéwnym celem pracy byto przebadanie obszerniejszej klasy probabilistycznych kodéw
korekcji bteddw, czyli takich, dla ktérych zakodowany stan kwantowy jest dekodowany tylko z pewnym
prawdopodobieristwem, a takze udowodnienie, ze tego typu kody moga chroni¢ informacje kwantowg w
przypadkach, w ktorych kody deterministyczne nie istnieja. Uwazam, ze mgr Kukulski postawiony sobie cel
osiggnat i to z nawigzka. W istocie w swojej rozprawie zawart szereg nietrywialnych i waznych wynikéw
dotyczacych charakteryzacji oraz konstrukcji probabilistycznych kodéw korekcji bteddow, ktore w dalszej
czesci rozprawy sg omoéwione w bardziej szczegétowy sposdb. Dodam jeszcze, ze rozprawa podejmuje
jeszcze jeden problem badawczy jakim jest poréwnanie i przebadanie wiasnosci réznych technik losowania
kanatéw kwantowych oraz ich uogdlnien takich jak np. superkanaty kwantowe, czyli odwzorowan liniowych
dziaftajgcych na kanaty kwantowe. O ile wyniki te zostaty zamieszczone w rozprawie ze wzgledu na ich
pozniejsze zastosowania w badaniu kodéw korekcji, to tworzg one jednak nieco odrebng catosé.

Wyniki. Rozdziat 3 dotyczy losowania kanatéw kwantowych, superkanatéw, czy instrumentéw kwantowych.
Dokonano tutaj dogtebnego poréwnania znanych z wczesniejszych prac réznych technik losowego
generowania kanatéw kwantowych, ktdére to techniki sg pochodng réinych sposobdéw reprezentowania
kanatéw kwantowych, np. w oparciu o postac Krausa, czy tez o izomorfizm Choia-Jamiotkowskiego. Z jednej
strony udowodniono ich rGwnowaznos$¢ w tym sensie, ze odpowiadajgce im miary probabilistyczne sg sobie
réwne. Z drugiej strony, pokazano, ze z punktu widzenia ztozonosci obliczeniowej optymalnym sposobem
generowania losowych kanatéw jest ten oparty na postaci Krausa. Nastepnie, Autor pokazuje jak metody
losowego wytwarzania kanatéw kwantowych mozna uogdlni¢ na instrumenty kwantowe, czyli zbiory
podkanatéw kwantowych, ktére sumuja sie do kanatu kwantowego, a ktére mozna uznaé za uogdlnienia
pomiarow kwantowych, oraz superkanatéw kwantowych, czyli odwzorowan dziatajgcych na kanatach
kwantowych. Autor pokazuje takze, ze pod pewnymi warunkami wygenerowane przy pomocy tych
uogdlnien obiekty kwantowe majg jednostajne rozktady. Wreszcie w podrozdziale 3.2 przebadane sg pewne
wtasnosci losowych kanatéw kwantowych takie jak np. ekstremalnos¢, koherencja kanatow czy tez rozktady
standéw kwantowych otrzymanych po zadziataniu na zadany stan kwantowy.

W tej czesci pracy Autor sformutowat szereg bardzo cennych obserwacji dotyczacych losowych kanatow
kwantowych (oraz ich uogdlnien wymienionych wyzej), ktdre majg duze znaczenie np. z punktu widzenia ich
zastosowann do badania efektywnosci protokotéw kwantowych. W istocie, niektore z wynikéw
zaprezentowanych w tym rozdziale sg wykorzystywane do badania kodéw korekcji btedéw w rozdziatach 4 i
5. Mam jednak matg uwage krytyczng dotyczacg sposobu prezentacji wynikéw, ktérg w zasadzie stosuje sie
do wszystkich rozdziatéw ,,badawczych” rozprawy. Otéz niektére wyniki podane sg w zasadzie bez zadnej
interpretacji tak jak np. wzory (3.42). Sprawia to, ze nie jest do korica jasne co Autor chciat powiedzie¢
podajgc ten czy inny wynik.

Rozdziaty 4 i 5 to zasadnicza czes$¢ pracy, w ktdrej podano wyniki dotyczace probabilistycznych kodéw
korekcji btedéw. Gtéwnym celem rozdziatu 4 jest pokazanie, ze w sytuacji, w ktorej takie perfekcyjne kody
nie istnieja, wcigz mozna korygowaé btedy uzywajgc koddw probabilistycznych. llos¢ wynikéw
zaprezentowana w tym rozdziale jest ogromna i nie ma sensu ich tutaj streszczaé. Ogranicze sie do
wymienienia kilku najwazniejszych:

1. Sformutowanie warunkéw koniecznych i dostatecznych na to, aby dla danego modelu szumu
reprezentowanego przez kanat kwantowy istniata probabilistyczna wersja korekcji btedow (Twierdzenie 4.4).
Otrzymane warunki sg odpowiednikami twierdzenia Knill-Laflamme dla deterministycznych kodéw korekcji
bteddw.

2. Dowdd, ze zbiér kanatéw kwantowych reprezentujgcych szum, dla ktérych istniejg probabilistyczne kody
nadzbiorem dla zbioru kanatéw, dla ktérych istniejg standardowe kody. W istocie, pokazano mocniejszy
wynik mowiacy, ze w przypadku gdy wymiar przestrzeni, w ktérej kodowana jest informacja kwantowa jest
wiekszy niz wymiar wyjsSciowej przestrzeni, drugi z owych zbioréw jest nigdziegesty w pierwszym zbiorze.

3. Ograniczenia gorne na maksymalne rzedy kanatéw Shura (czyli kanatéw, ktérych operatory Krausa sg
diagonalne w bazie obliczeniowej), ktére mogg sg korygowalne przy pomocy koddéw probabilistycznych i



deterministycznych (Lemat 4.22). Nastepnie udowodniono, Zze ograniczenia te dla dostatecznie duzego
wymiaru przestrzeni, w ktérej kodowana jest informacja sg osiggalne, co implikuje, ze istniejg kanaty Shura,
dla ktérych istniejg kody probabilistyczne, ale nie deterministyczne.

4. Wreszcie w oparciu o rozdziat 3 pokazano w Twierdzeniu 4.29, ze dla kanatéw losowych istnieje separacja
pomiedzy kanatami dla ktérych istniejg kody korekcji w wersji probabilistycznej i deterministyczne;j.

5. Dowdd, ze dla pewnych kanatéw kwantowych w celu zwiekszenia prawdopodobieristwa prawidtowego
dekodowania informacji kwantowej nalezy informacje kwantowga kodowac¢ w stan mieszany.

6. Sformutowanie metod konstrukcji probabilistycznych kodéw korekcji btedéw oraz wyznaczania lub
estymacji prawdopodobienistwa sukcesu w oparciu o programowanie pétokreslone (Lematy 4.8 i 4.11).

7. Dowdd, ze w przypadku czterowymiarowym wszystkie kanaty o rzedzie nie wiekszym niz dwa nalezg do
klasy kanatéw korygowalnych probabilistycznie, w przypadku gdy wymiar uktadu wejsciowego to dwa.
Oznacza to, ze w przypadku kubitowym wystarczy kodowac¢ kwantowg informacje w dwdch kubitach tak,
aby istniata procedura probabilistycznej korekcji btedu dla dowolnego kanatu kwantowego reprezentujgcego
szum o rzedzie 2. Fakt ten lezy u podstaw algorytmu 28 (strona 80), ktéry jest obiektem wniosku
patentowego.

O ile jestem pod wrazeniem wynikdw zawartych w rozdziale 4, to mam jednak dwie uwagi krytyczne
odnosnie sposobu ich prezentacji. Autor w rozprawie przyjat styl typowy dla prac matematycznych, w
ktérych po definicjach nastepuje seria twierdzen i faktow. O ile to sprawia, ze praca jest uporzadkowana i
fatwo sie mozna po niej poruszac, to podobnie jak w przypadku rozdziatu 3, w niektérych miejscach zabrakfo
kilku zdan interpretacji. Przyktadowo, zabrakto mi dyskusji jak mozina odtworzy¢ oryginalne warunki z
twierdzenia Knill-Laflamme (4.25) z warunkéw (4.24) sformutowanych dla kodéw probabilistycznych w
przypadku, gdy p=1.

Ponadto, dowody sg podane w dos¢ skrotowy sposdb. Przyktadowo, w Proposition 3.12 nie jest dla mnie
jasne dlaczego po prawej stronie pierwszej réwnosci operatory Q i G pojawiajg sie tylko ,,w kecie”. Ponadto,
nie jest jasne jak bezposrednio z ostatniego zdania dowodu wynika, ze rzad macierzy, ktéra pojawia sie w
ostatniej rédwnosci w (3.28), jest rowny min(r*2,dim(X)*2). Owa macierz jest bowiem sumg macierzy, a rzad
nie jest funkcjg addytywng. Wezmy przyktadowo macierze K_0=I oraz K_1=S_z, gdzie | to po prostu macierz
jednostkowa 2x2, a S_z to macierz Pauliego diagonalna w bazie obliczeniowej. Rzad obu macierzy to
oczywiscie dwa, ale rzad sumy iloczyndw tensorowych tych macierzy nie jest rdwny 4, ale tez dwa. Zapewne
zostat tam uzyty jaki$ dodatkowy fakt, o ktdrym Autor juz nie wspomniat.

Rozdziat pigty dotyczy badania koddw probabilistycznych, a takie poréwnania ich z kodami
deterministycznymi od strony jakosciowej, przy czym wyznacznikiem ,jakosci” sg tutaj: srednia wiernos¢ i
Srednia wiernos¢ warunkowa, w zaleznosSci od tego, czy dekodowanie jest kanatem czy podkanatem oraz
Srednie prawdopodobienstwo sukcesu w przypadku kodéw probabilistycznych. Najwazniejszym wynikiem
tej czesci pracy jest podanie konstrukcji, dla pewnej klasy kanatéw reprezentujgcych szum zadanych w
réwnaniu (5.7), aproksymacyjnych koddéw korekcji btedéw (w obu wersjach deterministycznej i
probabilistycznej), ktéra jest tak dobrana, aby dawata jak najwieksze wartosci srednich wiernosci. Autor
przekuwa rowniez swojg konstrukcje w algorytm i analizuje jego ztozonosc¢ obliczeniowa. Jako ze otrzymana
konstrukcja nie jest w ogdlnosci optymalna, Autor podaje tez sposoby zwiekszenia $redniej wiernosci, np.
przy uzyciu metody , hustawkowej” (ang. see-saw) w oparciu o programowanie pétokreslone. Jakos¢ tego
algorytmu jest wreszcie przebadana na kanatach losowych, a otrzymane wyniki sg zobrazowane na serii
wykresow (Fig. 5.2-5.11). Wynika z nich, ze w przewazajgcej wiekszosci przypadkow aproksymacyjne kody
probabilistyczne przewyiszajg kody deterministyczne jesli chodzi o srednig wiernos$é, co stanowi kolejne
potwierdzenie, ze kody probabilistyczne stanowig bardzo interesujgca alternatywe dla koddéw
deterministycznych.



Mam jednak, podobnie jak wczesniej, krytyczng uwage dotyczaca prezentacji wynikdw. Mianowicie zabrakto
mi kilku zdan wyjasnienia dlaczego Autor bierze pod uwage wielkosci podane w réwnaniach (5.1), (5.2) i
(5.3), a nie inne, oraz skad sie te wzory wziety; jak rozumiem sg one wynikiem jakiejs procedury usredniania.
Przyczepie sie jeszcze do numeracji algorytmodw: algorytm na stronie 80 nosi numer 28, a ten podany
pozniej na stronie 95 ma numer 3.

Konkluzja. Wysoko oceniam rozprawe mgr Kukulskiego. Przedstawit on w niej sporg ilos¢ wysoce
nietrywialnych wynikéw dotyczacych kodéw korekcji btedéw czy metod generowania losowych kanatow
kwantowych, ktére z catg pewnoscig bedg miaty duzy wptyw na rozwdj dziedziny. W szczegdlnosci, Autor z
powodzeniem wywigzat sie z postawionego sobie celu, ktérym byto udowodnienie, ze “zastosowanie
probabilistycznych kodow korekcji btedéw moze poprawic jakos$é ,,zaszumionych” uktadéw kwantowych”.
Dodam réwniez, ze rozprawa bardzo pozytywnie swiadczy o warsztacie matematycznym mgr. Kukulskiego.
Sprawnie sie on postuguje pojeciami, a takze technikami dowodzenia z zakresu teorii macierzy losowych,
algebry liniowej, czy analizy funkcjonalnej. Ponadto, Autor opanowat metody optymalizacji wypukitej oraz
potrafi zaimplementowaé zaprojektowane przez siebie algorytmy na komputerze kwantowym. Z drugiej
strony, moje negatywne uwagi dotyczg jedynie sposobu prezentacji wynikow i nie majg wptywu na moja
ogblng pozytywng ocene rozprawy. Podsumowujac, jednoznacznie stwierdzam, Ze rozprawa mgr
Kukulskiego spetnia ustawowe wymogi stawiane rozprawom doktorskim i wnosze o dopuszczenie jej do
publicznej obrony.

Ponizej odpowiem jeszcze pokrdtce na pytania zamieszczone w umowie o sporzgdzenie recenzji.
1. Czy tematyka rozprawy jest aktualna i jak jest zwigzana z rozwojem dyscypliny?

Jak juz wspomniatem na poczatku recenzji tematyka rozprawy jest jak najbardziej aktualna. Metody
korekcji btedéw sg nieodzowng czescig protokotow przetwarzania informacji i majg ogromne znaczenie
dla rozwoju nowych technologii kwantowych takich jak wspomniane w rozprawie komputery kwantowe.

2. Jaki jest problem naukowy podejmowany przez Autorke i czy zostat on trafnie sformutowany?

Problem naukowy podejmowany w rozprawie to rozwijanie metod korekcji btedow w wersji
probabilistycznej oraz wykazanie, ze metody te sg uzyteczne w ochronie informacji kwantowej. Problem
jest bardzo trafnie sformutowany ze wzgledu na uzytecznos¢ tego typu metod w przetwarzaniu
informacji kwantowej. Autor dowodzi w rozprawie, ze w przypadku generycznych kanatéw kwantowych
opisujgcych btedy nie istniejg kody deterministyczne, ktére mogtyby chroni¢ informacje kwantowg i de
facto kody w wersji probabilistycznej stajg sie jedyng opcja jesli chodzi o ochrone informacji kwantowej
przed btedami. Ponadto, wykazuje on réwniez, ze aproksymacyjne kody probabilistyczne ,,na srednio”
lepiej sobg radzg niz kody deterministyczne.

3. Czy Autor rozwigzata postawiony problem i czy wykorzystata w tym celu wtasciwe metody?

W serii wynikéw teoretycznych mgr Kukulski udowodnit, ze probabilistyczne kody korekcji btedéw s3
uzyteczne w ochronie informacji kwantowej, w przypadku gdy odpowiednie kody deterministyczne nie
istniejg. Ponadto, w oparciu o programowanie potkreslone, bardzo popularne i przydatne narzedzie w
ramach kwantowej teorii informacji, Autor sformutowat metody znajdowania koddéw korekcji dla
zadanego kanatu reprezentujgcego szumy, a takze metody optymalizacji prawdopodobieristwa sukcesu.
Stwierdzam, ze postawiony problem zostat przez Autora rozwigzany i ze uzyte metody byty dobrane
bardzo trafnie.

4. Na czym polega oryginalny wkfad Autora w dyscypline?

Mgr Kukulski podat szereg wynikéw naukowych, ktdre w zasadzie zostaty juz przez mnie opisane powyze;.
Powtdrze wiec w skrdcie, ze pomijajac juz cze$¢ dotyczaca kanatéw kwantowych (rozdziat 3) oryginalny



wkfad Autora w dyscypline to: (i) dogtebna charakteryzacja probabilistycznych kodéw korekcji btedow,
dowdd, ze owe kody sg uzyteczne w ochronie informacji kwantowej w przypadku, gdy odpowiednie kody
deterministyczne nie istniejg; (ii) zaproponowanie metod konstrukcji tego typu koddw; (iii) konstrukcja
kodéw aproksymacyjnych dla pewnej klasy kanatéw oraz wykazanie, ze owe kody w wersji
probabilistycznej mogg zwiekszaé srednig wierno$é w stosunku do kodéw deterministycznych.

5. Jakie jest znaczenie poznawcze oraz znaczenie praktyczne wkiadu Autora?

Znaczenie poznawcze to dogtebna charakteryzacja metod losowania kanatéw kwantowych oraz kodéw
korekcji btedéw (w tym przypadku zaréwno od strony jakosSciowej jak i ilosciowej), a znaczenie
praktyczne to algorytmy, ktére pozwalajg kody korekcji konstruowaé. W istocie, przedstawiony w
rozprawie algorytm 28 jest podstawg wniosku patentowego, ktérego mgr Kukulski jest wspoétautorem.

6. Czy rozprawa swiadczy o dostatecznej wiedzy Autora w zakresie nauk technicznych i w szczegétowej
wiedzy w odpowiadajgcej zakresowi badan?

Jednoznacznie moge stwierdzi¢, ze rozprawa Swiadczy o rozlegtej wiedzy autora w dziedzinie informatyki
kwantowej, w szczegdlnosci w obszarze metod korekcji btedéw. Rozwéj komputerow kwantowych,
ktérego nieodzowng czescig s kody korekcji bteddw, wpisuje sie w obszar zainteresowania dyscypliny
informatyka techniczna. Ponadto, rozprawa dowodzi, ze mgr Kukulski dysponuje $wietnym warsztatem
matematycznym. Bez problemu postuguje sie pojeciami oraz technikami dowodzenia z teorii macierzy
losowych, analizy funkcjonalnej czy algebry liniowe;.

7. Jakie sg stabe strony rozprawy?

Stabe strony rozprawy jakie udato mi sie zidentyfikowaé dotyczg w gruncie rzeczy sposobu prezentacji
wynikéw. W moim odczuciu, niektére dowody sg zaprezentowane zbyt skrétowo, a ponadto w przypadku
niektérych wynikéw brakuje kilku zdan interpretacji. Rozprawa doktorska jest miejscem, gdzie doktorant
moze rozwing¢ rozwazania zawarte w publikacjach, ktore bardzo czesto sg zaprezentowane w okrojony
sposob.
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